
Метрология  № 8,  2012                                                                                   3

ÎÁÙÈÅ ÂÎÏÐÎÑÛ ÌÅÒÐÎËÎÃÈÈ
È ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÎÉ ÒÅÕÍÈÊÈ

681.311

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВРЕМЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ЛИНЕЙНЫХ
СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

 И. В. БОЙКОВ, Н. П. КРИВУЛИН

Пензенский государственный университет,

Пенза, Россия, e-mail: boikov@pnzgu.ru

Ïðåäëîæåí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè èìïóëüñíûõ ïåðåõîäíûõ

ôóíêöèé, â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ïðåäñòàâèìûõ èíòå-

ãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ðîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ, ñèñòåìû

ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, îáîáùåííàÿ òåîðåìà Áîðåëÿ.

The method of identification of parameters, particularly of impuls transition functions, of

the line systems with distributed parameters is offered.

Key words: dynamical  system, impuls transition function, systems with  distributed  para-

meters, generalized Borel theorem.

Ïðè àíàëèçå è ñèíòåçå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îïðåäåëÿþùóþ ðîëü
èãðàþò èõ âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè, èäåíòèôèêàöèè êîòîðûõ
ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà [1 – 5].Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿ-
åòñÿ íàõîæäåíèþ èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèè g(t) â ëèíåé-
íûõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè â ñâåðòêàõ

�

� � � � � � �

�

� � � � � �− τ τ τ∫ , ãäå x(t), f(t) – âõîäíîé è âûõîäíîé ñèãíàëû;

g(t) – èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ.
Ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ g(t), êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè

çà èñêëþ÷åíèåì,íàñêîëüêî àâòîðàì èçâåñòíî, ïðèâåäåííîãî â  [6, 7]
ìåòîäà òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ g(t) ïî äâóì âõîäíûì ñèãíàëàì. Äëÿ
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íåëèíåéíûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè â ñâåðòêàõ

���

� � � � � � ��
� �

�

�

�

� � � � � �− τ τ τ∑∫  â [8] ïðåäëîæåí ìåòîä òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ

èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèè ïî íåñêîëüêèì âõîäíûì ñèãíàëàì.
Çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòå-

ðèñòèê ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàåìûõ óðàâ-
íåíèÿìè Âîëüòåððà, íà ïîëóîñè è  îñè, ñîîòâåòñòâåííî:

�

� � � � � � � ��

�

� � � � � �τ τ τ∫                                                (1)

   

�

� � � � � � � ��� � � � � �

∞

τ τ τ∫                                               (2)

� � � � � � � ��� � � � � �

∞

−∞

τ τ τ∫                                               (3)

Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ââåñòè ôóíêöèþ K(t, τ) = 1 ïðè t ≥ τ è K(t, τ) = 0 ïðè t < τ , òî (1)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
�

� � � � � � � � � � ��� � � � � � � �

∞

τ τ τ τ∫
Îïèøåì íåñêîëüêî ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå

ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì âèäà (2). Îäíà èç íèõ ñâÿçàíà ñ ðàñïðîñòðà-
íåíèåì òåïëîòû íà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé.

Ç à ä à ÷ à  Ê î ø è . Íàéòè îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ u(x, t), îïðåäåëåí-
íóþ â îáëàñòè –∞ < x < ∞ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè

� � �� � � � �∂ ∂ = ∂ ∂ ,   � ���� �� �−∞ < < ∞ >                               (4)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

� ��� � ��� � �= ϕ      ∞<<∞− � .                                        (5)

Èçâåñòíî [9] èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(4), (5)

� � � � � � � � �� � � � � � �

∞

−∞

= ξ ϕ ξ ξ∫ ,   ãäå 
�

��

� � �
� � � � ��	 


��

�
� � �

� �� �

 − ξξ = − 
π  
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èçâåñòíû íà÷àëüíîå óñëîâèå

� � �� ��
� �

� � �

� �
�

�

ϕ ≥
ϕ =  <

è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4), (5) â òî÷êå õ = 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôè-
öèåíò a.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ  
�

�

��� � ��� � � � �

�

� � � � �= ξ ϕ ξ ξ∫ , à åñëè

ñ÷èòàòü ϕ
0
(ξ), u(0, t) ñîîòâåòñòâåííî âõîäíûì è âûõîäíûì ñèãíàëà-

ìè – òî ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèè G(0, ξ, t). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îï-
ðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà a óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè  (4) ïðèâî-
äèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (2). Àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó êðàåâûìè
çàäà÷àìè è èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (1), (2) íàáëþäàåòñÿ äëÿ ãè-

ïåðáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Âàæíûé ìîìåíò ïðè ñîçäàíèè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ

ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì ñëåäóþùèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû [10]: âðåìåíè
ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ (ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà); ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïðîöåññà
è âðåìåíè åãî óñòàíîâëåíèÿ, äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ýòèõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü ìåòîäàìè íàõîæäåíèÿ

ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èìïóëüñíûõ ïåðåõîäíûõ
ôóíêöèé ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Â [11] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g(t, τ) ïðè ïîäà÷å íà âõîä ñòóïåí÷àòûõ ñèãíàëîâ.

Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé
ôóíêöèè g(t, τ)  â ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ (1) –  (3), àâòîðàì íåèçâåñòíû,
ïîýòîìó èõ ðàçðàáîòêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé. Äàííàÿ ñòàòüÿ

ïîñâÿùåíà èäåíòèôèêàöèè èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèè g(t, τ) â
ñèñòåìàõ, ïðåäñòàâëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè (1), (2).

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ èìïóëüñíîé ïåðåõîä-
íîé ôóíêöèè â ñèñòåìå ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, îáîñíîâàíèå
êîòîðîãî îïèðàåòñÿ íà îáîáùåííóþ òåîðåìó Áîðåëÿ [12]. Ïðèâåäåì
ôîðìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû â îáîçíà÷åíèÿõ, íåñêîëüêî îòëè÷íûõ îò

ïðèíÿòûõ â [12]. Ïóñòü äàíû äâà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ Êàðñîíà

�

�� � � � � �
��

� �� �

∞
− ϕ Φ∫ ;                                                  (6)
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� �

�

�� � � � � �
��

� �� �

∞
− ϕ Φ∫                                               (7)

è èçâåñòíî ðåøåíèå ϕ*(t) óðàâíåíèÿ (6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-
þò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè q(p) è u(p), òàêèå ÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíå-
íèé (6), (7) ñâÿçàíû ôîðìóëîé

�� � � � �� � ��� � � � �Φ = Φ                                               (8)

Òîãäà (7) èìååò ðåøåíèå  � �

�

�

� � � � � � � � �� � �
∞

ϕ ψ τ ϕ τ τ∫  ãäå ôóíêöèÿ ψ(τ, t) –

ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

� �

�

� � � �� � � � ���� � �� �� � �
∞

− −τψ τ∫                                        (9)

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû ê èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì íåîáõîäèìî åå ìîäèôèöèðîâàòü.

Ïóñòü äàíû äâà óðàâíåíèÿ Êàðñîíà (6) è (7), ϕ*(t) – ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (6), à ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñâÿçàíû ôîðìóëîé (8).
Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî âûðàçèòü êàê

� �

�

�

� � � � � � � � � �� � �

∞

ϕ ψ τ ϕ τ τ∫                                      (10)

ãäå ôóíêöèÿ ψ(t, τ) – ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

� �

�

� � � �� � � � ���� � �� �� � �
∞

− −τψ τ∫
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ðåøåíèå (6) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Áðîìâè÷à 

�

�

�

�
� � � � � � �

� �

��� � ��

σ+ ∞

σ− ∞

ϕ Φ
π ∫   Ïîäñòàâëÿÿ â (6) q(p) âìåñòî p, èìå-

åì

� � �

�

� � � � � � � � ��� �� � � � �

∞
−Φ ϕ∫                                       (11)
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Ïðèìåíÿÿ ê (7) ôîðìóëó Áðîìâè÷à, ïîëó÷àåì

�

�

�

�

�
� � � � � � �� � � 	


 �

��� � � � � ��

σ+ ∞

σ− ∞

ϕ Φ
π ∫                                   (12)

Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (12) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, íàõîäèì

�

� � � �

�

� �

	
� � � 
 � � � � � �

� �

� � ��� � � �� �
∞ σ+ ∞

−τ +

σ− ∞

 
ϕ ϕ τ τ π  

∫ ∫

Ïîëîæèì 

�

� �

�

�
� � � � � �


 �

� � ��� � �� �

σ+ ∞
−τ +

σ− ∞

= ψ τ
π ∫

 

, òîãäà

� �

�

�� � � � � � � ���� � �� �� � �

∞
− −τψ τ∫  Ñëåäîâàòåëüíî, (7) èìååò ðåøåíèå

� �

�

�

� � � � � � � � �� � �

∞

ϕ ψ τ ϕ τ τ∫ . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå (9) è ôóíêöèÿ ϕ*(t) – ðåøåíèå (6), òî ôóíêöèÿ �

�
� ��ϕ ,

îïðåäåëÿåìàÿ (10), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (7).Â ñàìîì äåëå

� � � � � �

�

� � � �

� � � � � � � � � � � � �� � � � � ���� �� � �� �� � � �� � � � � � � �

∞ ∞ ∞ ∞
− − −τϕ = ψ τ ϕ τ τ = ϕ τ τ = Φ∫ ∫ ∫ ∫ ,

ò.å. � �

�
� � � � �� � �� � � � �Φ = Φ ,  ãäå �� ��Φ , �

�
� ��Φ – ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

ôóíêöèé 
�� ��ϕ , �

�
� ��ϕ . Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ

äðóãèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå.

Ïóñòü äàíû äâà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ

�

�

�
� �� � � �	




��� � �� � 	
∞

π ∫                                                (13)

�

� �

�

�
� �� � � �




��� � �� � 	
∞

π ∫                                                (14)

è ïóñòü (13) èìååò ðåøåíèå f *(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò àíà-
ëèòè÷åñêèå ôóíêöèè q(z), u(z), òàêèå ÷òî ïðàâûå ÷àñòè (13), (14) ñâÿçàíû
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ôîðìóëîé  
�� � � � �� � �� � � � � � �= . Òîãäà ðåøåíèå (14) èìååò âèä

� �

�
� � � � � � � � �� � � � � �

∞

−∞

τ τ τ∫  ãäå ôóíêöèÿ k(t, τ) – ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ 
� � �� � �� � � � ���� � �� � �� � �

∞
−τ

−∞

τ∫
 
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Ðåøåíèå (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëîé

��
� � � � �� �

�

��� � � ��

+∞
−

−∞

Φ
π ∫

Ïîäñòàâëÿÿ â (13) q(z) âìåñòî z, ïîëó÷àåì

� ��
� � �� � � �� �

�

�� �� � � � � ��

∞

−∞π ∫                                  (15)

îòêóäà

�

�

�
� � � � � �� � ��

�

��� � � � � � � ��

∞
−

−∞π ∫ .                            (16)

Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (16) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, íàõîäèì

� � �

�

�
� � � � � � �� �

�

� � ��� � � � � �� �

∞ ∞
τ −

−∞ −∞

 
τ τ π  

∫ ∫

Ïîëîæèì 
� � � ��

� �� � � �



� � ��� � �� � �

∞
τ −

−∞

= τ
π ∫ ,  òîãäà

� � � �	
� � �� � � � �

�

�� � �� � �� � �

∞
τ

−∞

τ
π ∫   è, ñëåäîâàòåëüíî, (14) èìååò ðåøåíèå

�

�
� � � � � � � �

�
� � � � � �

∞

−∞

τ τ τ
π ∫ .                                          (17)

Îòìåòèì ÷òî îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà a ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ (4) ñâîäèòñÿ ê (2) ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ íà÷àëüíîãî
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çíà÷åíèÿ íà ïîëóîñè (–∞, 0). Åñëè èñïîëüçîâàòü (17), òî ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà a ñâîäèòñÿ ê (3) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì
çíà÷åíèè.

Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîé òåîðåìû Áîðåëÿ ïîçâîëÿåò íàéòè èì-
ïóëüñíóþ ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ äëÿ øèðîêîãî êëàññà óñòðîéñòâ.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì

�

� � � � � � �	 � 
 � � �

∞

τ τ τ =∫ ,                                      (18)

ãäå x(t), f(t) – âõîäíîé è âûõîäíîé ñèãíàëû.
Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ g(t, τ). Ïóñòü îíà  óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè q(p) è
u(p) â ïîëóïëîñêîñòè �� � �����	
� ≥ σ σ =  òàêèå ÷òî

� �

�

� � � � � � ��
�� � �� � �� � �

∞
− −ττ =∫    �� � ≥ σ .                           (19)

Ïóñòü Õ(p), F(p)  – ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñîîòâåòñòâåííî ôóíê-
öèè x(t) è f(t), êîòîðûå ñâÿçàíû ôîðìóëîé � � � � �� � �� 	 
 � 	 � 	= . Òîãäà

�

� �

�

�
� 	 � � � ��

� �

� � ��� � � � ��
σ+ ∞

−τ

σ− ∞

τ =
π ∫ .                                (20)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (20) ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì
[13], ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé ôóíê-
öèè. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (19) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà èì-
ïóëüñíûõ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, åìó óäîâëåòâîðÿþò ÿäðà

âèäà g(t – τ).Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà íà
ïðèìåðå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì

�

� � � � � � � ��

�

	 � 
 � � �τ τ τ∫  

�
� �

� � � �

�� 	 


�
� � �

�

 ≥ ττ − τ
 τ
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Â êà÷åñòâå âõîäíîãî ñèãíàëà ïðèìåì

�� �� � 	

� � �

	� � 	�

�
� �

�

≥
 <

 à  âûõîäíîãî – 
	 
�

� � �

	 
�

� �
� �

�

 ≥


<
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ýòèõ ñèãíàëîâ

�
� � �

�
� �

�
;  

� 	

�
� � �


 

� �

� � �

π π= .

Òàê  êàê �������� ������� = , òî ( )� � �� � 

 � � �= , ò.å. 	�		�� ����� = ,

è çíà÷èò, � � � � �� 	 	 � 	 	= = π . Îòñþäà � � � � �� � � −ττ = π , ÷òî ñîîòâåòñò-

âóåò îðèãèíàëó � � � �� � �τ = −τ , ñîâïàäàþùåìó ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì

�

� � � � � � � ��� � � � � �

∞

τ τ τ∫  

�
�

� � �
� � � �

�� ����������������� 	

� � �
� �

�

−τ π ≥ ττ 
< τ

Â êà÷åñòâå âõîäíîãî ñèãíàëà âîçüìåì

��
 � ��� 	

� � �

	� ������� 	�

� �
� �

�

≥
 <

 à âûõîäíîãî – 
� � �� �


� � �
�� ���� �


� �
� �

�

− ≥


<

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ýòèõ ñèãíàëîâ

( )�� � � �
 	 	 	 + , ( )� � � � �� 	 	 + .

Òàê êàê �������� ���	
�� = , íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ��� =	� ,

òîãäà � � �� 	 	= . Äåéñòâèòåëüíî,

( ) ( )�

� � �
� � �� � � � �

�� � � �

�� �
� � � � � � �

�� � � � �
= = = =

++ + .

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îáîáùåííîé òåîðåìå Áîðåëÿ

� � � �
�


 	 	
−ττ = , ãäå G(p, τ) – ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè g(t, τ)



Метрология  № 8,  2012                                                                                   11

ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé. Îðèãèíàë  ôóíêöèè G(p, τ) èìååò âèä
( )�



� 
 	 �
�

� � �
−ττ = π , ÷òî ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû �������� ������� =
÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ñëîæíîé òåõíè÷åñêîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå
ïðèìåíèì ñëåäóþùèé ìåòîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

G(p, τ)  ôóíêöèè g(t, τ)  ïî ïåðåìåííîé  t âûðàæàåòñÿ êàê

� �

�

� � � � � �	�

�
� �

�

�

� � � �−τ

=

τ = ∑                                           (21)

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ôóíêöèÿ g(t, τ)  è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ G(p, τ)
íåèçâåñòíû, èç õàðàêòåðà çàäà÷è ÷àñòî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, âîçìîæíî ëè
ðàçëîæåíèå â âèäå (21). Â ÷àñòíîñòè, îíî èìååòñÿ  ïðè ðåøåíèè îáðàò-
íûõ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ïàðàáîëè÷åñêèìè è ãèïåðáîëè÷åñêèìè óðàâíå-
íèÿìè.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê (18). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

�� �

� � � � � � � � � � �� � ��
�

��

� �

�

� � � �� � � 	 
 � 	 � 	

∞ ∞
−

=

 
τ τ τ = = 

 
∑∫ ∫

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî, ïîäàâàÿ íà âõîä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (18) 2N
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèãíàëîâ x

i 
(t), i = 1, 2, ..., 2N, ïîëó÷àåì ñèñòå-

ìó èç 2N íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

�

� � � � �� � �� � ��
�			�
 	
�

� � � �

�

� � 	 � � 
 � � �
=

= =∑                      (22)

Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè â âû÷èñëè-
òåëüíîé ìàòåìàòèêå ìåòîäàìè [13]. Íàéäÿ ôóíêöèè u

k
(p),  q

k
(p),  ôóíê-

öèþ g(t, τ)  îïðåäåëèì, ïðèìåíèâ èíòåãðàë Áðîìâè÷à ê ôóíêöèè G(p, τ),
ïðåäñòàâèìîé â âèäå (21).

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì

�

� � � � � � � ��� � � � � �

∞

τ τ τ∫  

( )� �
� � � �

� � � �
�� 

































 �

� �� �
	 �

�

−τ −α τ π + τ ≥ ττ 
< τ
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Â êà÷åñòâå âõîäíûõ ñèãíàëîâ ïðèìåì (çäåñü N=2 â ðàçëîæåíèè
(21))

�

�� � 	

� � �

	� � 	�

�
� �

�

≥
 <

 �

� � 	

� � �

	� � 	�

� �
� �

�

≥
 <

 

�

�


� � ��
� � �

�� �� ��

� �
� �

�

 ≥


<
   

�

�


� 
 ��
� � �

�� 




 ��

� �

 �

�

 ≥
 <

Òîãäà èçîáðàæåíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ áóäóò

� � � �

� � � �
� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �

− − − −= = = =

� �

� �

� �� � � �

� 
 � �
� � � � � �

� 

 � �
�
� � � � � 	

�
� � � �

� � � � �

� �
� � � �

� � � � �

= + = +
π α π

= + = +
α π α π

Â ðåçóëüòàòå (22) ïðèìåò âèä

� � � � �

� �

� � � � �

� �

� � � � �

� �

� � � � �

�

�

�

�

� 	 � 	 �

� 	 � 	 �

� 	 � 	 �

� 	 � 	 �

+ =
 + =
 + =
 + =

ãäå � � 	 	
� � 	� 

 � � 	� � � � � �= = ; � � 	 	

� �� 
 � ��� � � � � �= =  
� �

� ��� � 	=  
	 	

� 	�� � �=
� � 
 

 � 	� 
 � 	� � � � � �= = .

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì 
� �
� 	 � 
 � 	 � �� � � 	 � �= =

( ) ( )� �

� �
� � � � �� � � 

 � � � � �=α =α π , îòêóäà �� � � � 	

�
� 	 	

−ττ =

( ) ( )� �

�
� � � � �

�

 	 � 	

−τατ = π , îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîòîðûõ

( )�
�

�
� � � �

�
� � �

−ττ = π ; 
�
� � � � �

� �
−α ττ = τ . Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ áóäåò

( ) ( )� �� � � � � �
 � 
 � 
 �τ τ + τ , ÷òî ñîâïàäàåò  ñ  òî÷íûì ðåøåíèåì.

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà  ôóíêöèþ G(p, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå � �� � � � � � ��� �� � � � �− . Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî  ïðè ýòîì ôóíê-
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öèþ g(t, τ) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî îäíîìó âõîäíîìó ñèãíàëó. Îäíàêî
÷àñòî òåõíè÷åñêè åå ïðîùå âîññòàíîâèòü ïî äâóì âõîäíûì ñèãíàëàì.

Äåéñòâèòåëüíî,îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ôóíêöèé x(t)
f(t), ñîîòâåòñòâåííî Õ(p) è F(p). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè q(p),
G(p) – àíàëèòè÷åñêèå ïðè p ≥σ

0
. Ïóñòü x

1
(t), x

2
(t) – äâà ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âõîäíûõ ñèãíàëà. Òîãäà

�

� � � � � � � �� � � ��
�
� �

� � � � � � �

∞

τ τ τ∫                                  (23)

Èçîáðàæåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (23) ïî òåîðåìå
Áîðåëÿ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

� �

� �

� 	 � � 		 � � 	�

� 	 � � 		 � � 	


 � � � � � �


 � � � � � �





ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè G(p) è q(p) Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñè-
òåëüíî óêàçàííûõ ôóíêöèé, íàõîäèì G(p) è q(p), à ïî ôîðìóëå Áðîì-
âè÷à îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ

�
�

�
�

	
� � � � � � � � �

� �

��� � � � ��

σ + ∞

σ − ∞

τ τ
π ∫

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåãî
ðàâåíñòâà, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ðàçëè÷íûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû [13].

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå îïèñàíû àëãîðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ àïïà-
ðàòíûõ ôóíêöèé ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, îñíîâàííûå
íà ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà è Ôóðüå ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ðîäà. Àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ïðè-
ìåíåíèè äðóãèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ìåëëèíà),  ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû è äëÿ äðóãèõ êëàññîâ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåì ñ ðàñ-
ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.
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