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ÎÁÙÈÅ ÂÎÏÐÎÑÛ ÌÅÒÐÎËÎÃÈÈ
È ÈÇÌÅÐÈÒÅËÜÍÎÉ ÒÅÕÍÈÊÈ

Ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âîçíèêàåò çàäà÷à
ó÷åòà ïîñëåäåéñòâèé, êîãäà ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ íå òîëüêî ìãíîâåííûìè
çíà÷åíèÿìè åå ñîñòàâëÿþùèõ, íî è ñîñòîÿíèåì â ïðåäøåñòâóþùèå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ïîäîáíûå ïîñëåäåéñòâèÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ
àêòèâíî èññëåäóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ òåõíèêè, ôèçèêè, ýêîëîãèè
è áèîëîãèè è ïîëó÷èëè îáùåå íàçâàíèå ýðåäèòàðíîñòè. Ó÷åò ýðåäèòàð-
íîñòè ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ìíîãèå ðàíåå íåèçâåñòíûå ñâîéñòâà äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì, à ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ – óñïåøíî èõ ìîäåëèðîâàòü. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ
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àêòèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè ýðåäèòàðíûõ ïðîöåññîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè è îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ ýðåäèòàðíûõ
ïðîöåññîâ ñîäåðæàòñÿ â [1 – 3].

 Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýðåäèòàðíûå ïðîöåññû îïèñûâàþò
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïîìèìî
óêàçàííûõ âûøå, ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ
ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à – èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðè
èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ. Îòìåòèì, ÷òî èäåíòèôèêàöèÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ
ïðîèçâîäíûìè öåëîãî ïîðÿäêà, ðàññìàòðèâàëàñü â [4 – 6]. Äàííàÿ ñòàòüÿ
ïîñâÿùåíà àíàëèçó èäåíòèôèêàöèè ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè
ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè:
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Γ( )z  – ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
α 0,   1 α ,   ,   1, 2,...,k k k k km m A R k n      .

Òðåáóåòñÿ íàéòè äðîáíûå ïîêàçàòåëè  α ,  1, 2,...,k k n  è êîýô-
ôèöèåíòû ,  1,2,...,kA R k n  , çíàÿ âõîäíîé x(t) è âûõîäíîé y(t)
ñèãíàëû ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2).

Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (1) ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (2), ïîëó÷èì
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çîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè y(t), êîòîðîå îïðåäåëåíî â îáëàñòè Re σp  ,
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ãäå ôóíêöèÿ )(pY  ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé,
α
0 ,   1, 2,..., ;   [α] 1j

j tb D y j n n     – çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñò-
âóþùåãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y(t) ïðè .0t

Èç âûðàæåíèÿ (3), ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ p, ÷òî 0)( pY  è Re σp 
ïîëó÷èì
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ãäå α
0 ,   1,2,..., ;   1, 2,..., ;   [α ] 1k j

kj t k k kb D y k n j m m      – íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ; α ,  ,  1, 2,...,k kA k n  – èñêîìûå ïàðàìåòðû.
Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (4) â âèäå
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Îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ  2n  ïàðàìåòðîâ α ,  ,  1,2,...,k kA k n ,
òðåáóåò 2n óðàâíåíèé, äëÿ ñîñòàâëåíèÿ êîòîðûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì
êîëëîêàöèé íóæíî ðàñïîëàãàòü 2n–óçëàìè; ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÷èñëî óçëîâ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, íî íå
ìåíüøèì ÷åì 2n.  Ðàññìîòðèì ñåãìåíò

 Δ , Rea b p c   .                                                (6)

Ñåãìåíò [a, b] ðàñïîëîæåí â îáëàñòè  ,с ,  21 ,max ccc  , ãäå 21,cc  –
îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé
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( ) - аналитическая функция при Re ,
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Íà ñåãìåíòå [a, b]  ââåäåì óçëû
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b at a i i N
N


   ,                                            (7)

ãäå N = 2n, ò. å. ÷èñëî óçëîâ ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ α ,  k kA  â
âûðàæåíèè (5).

Ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì êîëëîêàöèé, ïðèðàâíÿâ ëåâóþ è ïðàâóþ
÷àñòè âûðàæåíèÿ (5) â óçëàõ it , ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ:
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èëè

Ðåøèâ åå, íàéäåì çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ 1 2 1 2, ,..., ,α , α ,...,αn nA A A .
Ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, âîñïîëüçîâàâøèñü

âûðàæåíèåì (5), íà ñåãìåíòå (6) ïî óçëàì (7) îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ nBBB ,...,, 21 , 1 2β ,β ,...,βn  âû÷èñëèì èç óñëîâèÿ
ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà  1 2 1 2, ,..., ,β ,β ,...,βn nB B B , êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
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Ðåøèâ (11) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ  1 2 1 2, ,..., ,β ,β ,...,βn nB B B , âû÷èñ-
ëèì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ 1 2 1 2, ,..., ,α ,α ,..., αn nA A A .

Îòìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå (10) ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà
(9) îïðåäåëÿåò ñèñòåìó (11), ðåøåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé

òî÷êîé  (0) (0) (0) (0) (0) (0)
0 1 2 1 2, ,..., ,β ,β ,...,βn nM B B B  ôóíêöèîíàëà  1 2 1 2, ,..., ,β ,β ,...,βn nB B B .

Åñëè ýòà òî÷êà åäèíñòâåííàÿ, òî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî
ðàññìîòðåíèåì íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ. Åñëè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
íåñêîëüêî, òî ðåøåíèåì áóäåò òî÷êà, â êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
ïî ìîäóëþ íàèìåíüøåå.

Èñïîëüçîâàíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íåöåëåñîîáðàçíûì ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:

òî÷íîå âûÿâëåíèå ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê âîçìîæíî òîëüêî â èñêëþ-
÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè
äàåò èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå èç-çà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé
â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàþò ñ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà;

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà èìåþò áîëåå ñëîæíûé âèä,  ÷åì
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, ïîýòîìó áîëåå ïðîñòûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîèñê
âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñ èñïîëüçîâàíèåì íåîáõîäèìûõ óñëîâèé è
îòáîð òåõ, â êîòîðûõ ôóíêöèîíàë ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÷èñëî óçëîâ
ñåãìåíòà (6) ìîæíî âçÿòü 2N n .

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðåøåíèè ñèñòåì (8), (11). Â îáùåì ñëó÷àå îíè
ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèå
ïîäîáíûõ âûðàæåíèé â àíàëèòè÷åñêîì âèäå âîçìîæíî ëèøü â
èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå
ìåòîäû. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà–
Êàíòîðîâè÷à [7 – 9]. Îí äàåò íå òîëüêî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, íî è
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü åãî ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è òî÷íîñòü [8].

Îñòàíîâèìñÿ íà ïîñòðîåíèè è îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (8), (11). Â
îáùåì ñëó÷àå îíè ñîñòîÿò èç 2n óðàâíåíèé ñ 2n íåèçâåñòíûìè. Èçëîæèì
ìåòîä Íüþòîíà–Êàíòîðîâè÷à ïðèìåíèòåëüíî ê äàííûì ñèñòåìàì.
Çàïèøåì (8) â îïåðàòîðíîé ôîðìå â âèäå âûðàæåíèÿ

0Kx  ,                                                   (12)
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ãäå  1 2 1 2, ,..., ,α ,α ,..., αn nx A A A ; âèä îïåðàòîðà K îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-

öèÿìè  1 2 1 2, ,..., ,α ,α ,...,αi n nf A A A , 1, 2,...,i N :

 
1

1α
1 2 1 2

1

( ), ,..., , α ,α ,...,α ,   1, 2,..., .
( ) ( )

k

k

m
j

kj in
j i

i n n k i
k i i

b t
X tf A A A A t i N

Y t Y t







 
 
    
 
 
 




Òàêæå çàïèøåì  ñèñòåìó (11) êàê:
,0Kx

ãäå  1 2 1 2, ,..., ,β ,β ,...,β ,n nx B B B  âèä îïåðàòîðà K îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ-

ìè  1 2 1 2, ,..., ,β ,β ,...,β ,   1,...,i n nf B B B i N :

       
 

 

         
 

   

1 2 1 2
1 1 1

α α
1 2 1 2

1 1 1

, , ..., ,β ,β ,...,β ,                            

1,2,..., ,

, ,..., ,β ,β ,...,β ln ln ,

1, 2,...,2 .

j j

n N N
i

j n n k k i j i j i
k i i i

n N N
i

j n n k k i i j i i j i i i
k i i i

X t
f B B B B t t t

Y t
j n

X t
f B B B B t t t t t t t

Y t
j n n

  

  

    



    

 

  

  











Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèåì (12). Åãî ðåøåíèå
áóäåì èñêàòü ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Íüþòîíà–Êàíòîðîâè÷à:

  1
1 0'( ) ( )n n n nrx x K x K x
   ,                                         (13)

ãäå   1
0'( ) rK x  – ïðàâûé îáðàòèìûé îïåðàòîð; 0'( )K x  – ÿêîáèàí íà

íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè  (0) (0) (0) (0) (0) (0)
0 1 2 1 2, , ..., , α , α ,...,αn nx A A A , êîòîðûé

âûðàæàåòñÿ ìàòðèöåé

1 1 1 1

1 1

2 2 2 2

1 1

1 2

...
α α

...
α α'

... ... ... ...

...
α α

n n

n n

N N N N

n n

f f f f
A A
f f f f
A AK

f f f f
A A

    
     
    
      
 
 
    

     

.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñèñòåìû (8) ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä
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       

       

   

1

1 1

1

1 1

1

1 1

1 1
1 1 1

1 1α αα α
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
1 2 2

1 1α αα α
2 1 2 2 2 1 2 2

2 2

1 1
1

1 1αα α
1

ln ... ln

ln ... ln'

... ... ... ...

ln ...

n

n n

n

n n

n

mm
j j

j nj
j j

mm
j j

j nj
j j

m
j j

j N nj N
j j

N N N N
N

b t b t
t A t t t At t

Y t Y t

b t b t
t At t t A t tK

Y t Y t

b t b t
t A t t t

Y t

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


   α

1 ln

n

n

m

N N
N

At t
Y t

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   



.

Cõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (13) ñëåäóåò èç îáùèõ òåîðåì

ìåòîäà è âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ  (0) (0) (0) (0) (0) (0)
0 1 2 1 2, ,..., ,α ,α ,...,αn nx A A A ,

ïðè êîòîðîì 0' 0 xK . Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à âûáîðà íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé àêòóàëüíîé çàäà÷åé âû÷èñëè-
òåëüíîé ìàòåìàòèêè. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî,
èçâåñòíû èëè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû,
òðåáóþùèå óòî÷íåíèÿ, èëè èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè èõ
çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì

0'( ) 0K x  , íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé âõîäíîãî x(t) è

ñîîòâåòñòâóþùåãî âûõîäíîãî y(t) ñèãíàëîâ  ñîîòâåòñòâóåò âîçìóùåíèå
ñëàãàåìûõ    i iX t Y t  â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé (8), (11). Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî åñëè çíà÷åíèÿ    i iX t Y t  çàäàíû ñ òî÷íîñòüþ ε , òî ïîãðåøíîñòü
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èìååò òî÷íîñòü (ε)O . Áîëåå äåòàëüíîå
èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà ìîæíî íàéòè â [9].

Ïðè ïîñòàíîâêå èñõîäíîé çàäà÷è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ
çàñëóæèâàþò ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Ïåðâûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Òðåáóåòñÿ íàéòè äðîáíûå ïîêàçàòåëè
α ,   1,2,...,k k n , çíàÿ âõîäíîé ñèãíàë x(t) è ñîîòâåòñòâóþùèé âûõîäíîé
ñèãíàë y(t) ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2); êîýôôèöèåíòû

,   1, 2,...,kA R k n  .
Èñïîëüçóÿ ìåòîä êîëëîêàöèé, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé  ñ íåèçâåñòíûìè α ,   1, 2,...,k k n , êîòîðàÿ ïðèìåò âèä:
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1

1 1α

1

( ) ,
( ) ( )

k

k

mn
j

k kj in
k ji

k i
k i i

A b t
X tA t
Y t Y t



 



 
 

   1, 2,...,i N .                              (14)

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî óçëîâ kt  áåðåòñÿ  ðàâíûì nN  .
Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, çàïèøåì ôóíêöèîíàë (9)

íà ñåãìåíòå (6) ïî óçëàì (7) êàê

 

2
1

1 1β
1 2

1 1

( )Φ β ,β ,...,β
( ) ( )

k

k

mn
j

k kj iN n
k ji

n k i
i k i i

A b t
X tA t
Y t Y t



 

 

 
 
   
 
 
 

 
  .

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà: Φ β 0,   1,2,...,j j n    . Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

1

β β β1 1

1 1 1

( )ln ln ,  1, 2,..., .
( ) ( )

k

k j j

mn
j

k kj iN n N
k ji

k i i i i
i k i i i

A b t
X tA t t t t j n
Y t Y t



  

  

 
 
   
 
 
 

 
 

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî óçëîâ (7) áåðåòñÿ N n .
Ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì çíà÷åíèÿ βk , ÿâëÿþùèåñÿ

ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè èñêîìûõ äðîáíûõ ïîêàçàòåëåé αk .
Âòîðîé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû

,   1,2,...,kA R k n   è äðîáíûå ïîêàçàòåëè α ,   1, 2,...,k k n , çíàÿ âõîäíîé
ñèãíàë x(t) è ñîîòâåòñòâóþùèé âûõîäíîé ñèãíàë y(t) ñèñòåìû (1) ñ
íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè  0;  1,2,..., ;  1, 2,..., ;kj kb k n j m  

[α ] 1k km   .
Èñïîëüçóÿ ìåòîä êîëëîêàöèé íà ñåãìåíòå (6) ïî óçëàì (7), ïðèõîäèì

ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè ,αk kA :

α

1
( ) ( )k

n

k i i i
k
A t X t Y t



 ,  1,2,...,i N ,                                          (15)

ãäå ÷èñëî óçëîâ (7) áåðåòñÿ N = 2n.
Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, çàïèøåì ôóíêöèîíàë (9)

íà ñåãìåíòå (6) ïî óçëàì (7) â âèäå

   
2

β
1 2 1 2

1 1
Φ , ,..., ,β ,β ,...,β ( ) ( )k

N n

n n k i i i
i k

B B B B t X t Y t
 

   
 

  .
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Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 1 2 1 2, ,..., ,β ,β ,...,βn nB B B  áóäåì âû÷èñëÿòü

èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà  1 2 1 2Φ , ,..., ,β ,β ,...,βn nB B B ,
êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Φ 0,   1,2,..., ,
β 0,   1,2,..., .
j

j

B j n
j n

   
   

Ïóòåì î÷åâèäíûõ âûêëàäîê, ïîëó÷èì

β β β

1 1 1

β β β

1 1 1

( ) ;                 
( )

( )ln( ) ln( ).
( )

k j k

k j k

n n n
i

k i i
k k k i
n n n

i
k i i i i

k k k i

X tB t t
Y t

X tB t t t t
Y t



  



  






 


  

  

Ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó äëÿ íåèçâåñòíûõ 1 2 1 2, ,..., ,β ,β ,...,βn nB B B ,
ïîëó÷èì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ 1 2 1 2, ,..., ,α ,α ,...,αn nA A A . Â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëî óçëîâ (7) áåðåòñÿ nN 2 .

Òðåòèé ÷àñòíûé ñëó÷àé.  Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû
,   1, 2,...,kA R k n  , çíàÿ âõîäíîé ñèãíàë x(t), ñîîòâåòñòâóþùèé

âûõîäíîé ñèãíàë y(t) è äðîáíûå ïîêàçàòåëè α , 1, 2,...,k k n  ñèñòåìû (1)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä êîëëîêàöèé íà ñåãìåíòå (6) ïî óçëàì (7), ïðèõîäèì
ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè kA :

α 1

1 1
( ) ( ) ( )

k
k

mn
j

k i kj i i i i
k j
A t b t Y t X t Y t

 

  
      

    1,2,...,i N .

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî óçëîâ (7) áåðåòñÿ N = n.
Ïðèìåíèâ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, çàïèøåì ôóíêöèîíàë (9)

íà ñåãìåíòå (6) ïî óçëàì (7) â âèäå

   

2

1

1α
1 2

1 1
Φ , ,..., ( ) ( )

( )

k

k

m
j

kj iN n
j

n k i i i
i k i

b t
B B B B t X t Y t

Y t





 

  
  
      
     


  .

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ nBBB ,...,, 21 , íàéäåì èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà  1 2Φ , ,..., nB B B , êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé Φ 0,   1,2,...,jB j n    . Â ïîäðîáíîé çàïèñè îíà èìååò âèä:
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           
   

           
   

         

2
1 1 1 1

1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1

1 1

... ;      

... ;

...

...

N N N N
i

n n i n n i n i i n i n i
i i i i i

N N N N
i

n n i n i n n i i n i n i
i i i i i

N N

n n i i n n i i i
i i

X t
B t B t t B t t t

Y t

X t
B t t B t B t t t

Y t

B t t B t t B t

 
   

    
   

 
 

         

         

      

   

   

   
   1

1 1

,        
N N

i
i

i i i

X t
t

Y t 











 


 

Ðåøèâ äàííóþ ñèñòåìó äëÿ íåèçâåñòíûõ 1 2, ,..., nB B B , ïîëó÷èì
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ nAAA ,...,, 21 .

×àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2)
ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî
ïîðÿäêè ïðîèçâîäíûõ – íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì
çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

1 1
1 1 0

0 1
... ( ) ( ) ( )

n n
n n j

n n k j
k j

A p A p A p A A b p Y p X p Y p 


 

 
      

 
  .

ãäå    

1

α 1 ,   1, 2,..., .;   2

k

k

m
j

kj i
j

k i i
i

b t
t t k n N n

Y t



    


.

1

1 1 01 ... ( )
n n

n nn n

d y d y dyA A A A y x t
dt dt dt



      ,                              (16)

è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
( 1)

1 1(0) ; '(0) ,...;   (0)n
ny b y b y b   .                                  (17)

Òîãäà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû ,   0,1,...,kA R k n  , çíàÿ âõîäíîé

ñèãíàë x(t) è ñîîòâåòñòâóþùèé âûõîäíîé ñèãíàë y(t) ñèñòåìû (16) ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (17).

Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (4) ïðèìåò âèä

Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

 
2

1
1 2

1 0 1
Φ , ,..., ( ) ( ) ( )

N n n
k j

n k i j i i i i
i k j

B B B B t b t Y t X t Y t

  

  
       
   .
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Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ nBBB ,...,, 10 , íàéäåì èç óñëîâèÿ  ìèíèìóìà

ôóíêöèîíàëà  nBBB ,...,, 10 , êîòîðîå èìååò âèä  0;   0,1,...,jB j n    .

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ nBBB ,...,, 10  ïîëó÷èì èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

           
   

           
   

       

2
1 1 0 0

1 1 1 1

2
1 1 1 0 0 1 1

1 1 1 1

2
0 1 1 0 0 0

1 1

... ;        

... ;

...

...

N N N N
i

n n i n n i n i i n i n i
i i i i i

N N N N
i

n n i n i n n i i n i n i
i i i i i

N N

n n i i n n i i
i i

X t
B t B t t B t t t

Y t

X t
B t t B t B t t t

Y t

B t t B t t B t

 
   

    
   

 
 

         

         

       

   

   

     
   0

1 1
;        

N N
i

i i
i i i

X t
t

Y t 











 


 

   

1

1 ;  0,1,..., ;   

n
j

j i
jk

k i i
i

b t
t t k n N n

Y t



    


.

Ðåøèâ åå äëÿ ,,...,, 10 nBBB  íàéäåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ nAAA ,...,, 10 .
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåí-

íîãî ìåòîäà.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ çàäà÷åé

Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé:
α
0 λ ( )tD y y x t  ,                                              (18)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè   α
0 ;  1,2,...;  [α] 1k
t kD y b k m     ,               (19)

ãäå

 
α
0 α 1

0

1 (τ) τ
Γ( α) τ

tm

t mm
d yD y d

m dt t  
  ,                               (20)

α 0,   1 α ,    λm m R     .

Òðåáóåòñÿ, çíàÿ âõîäíîé  ñèãíàë  ( ) π 2 1( ) 5x t t t   è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé âûõîäíîé ñèãíàë tty )(  ñèñòåìû (18) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
1 2

0 0tD y  , íàéòè åå ïàðàìåòðû α,  λ .

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (18) ïðè âõîäíîì ñèãíàëå

 ( ) π 2 1( ) 5x t t t   è âûõîäíîì ñèãíàëå tty )(  ñ íà÷àëüíûìè
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óñëîâèÿìè 1 2
0 0tD y   áóäóò α 1 2;  λ 5  , ò. å. äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

ïàðàìåòðû êîòîðîé ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ, îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè:
1 2
0 5 ( ),tD y y x t                                            (21)

ïðè  íà÷àëüíîì óñëîâèè 1 2
0 0tD y  .                                                                  (22)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ 
π( ) 1( ) 5

2
x t t t   è tty )(  â (21) ñ

ó÷åòîì (22), ïîëó÷èì âåðíîå òîæäåñòâî. Çäåñü 1 2
0

π 1( )
2tD y t  è 1 2

0 0.tD y 

Ïîêàæåì, ÷òî 1 2
0

π 1( )
2tD y t . Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Àáåëÿ [10, ïðèìåð

123, ñ. 253] 
 α

0

( )
τ

t
ny t dt t

t


 , ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 
 

   
α 1Γ 1

( )
Γ 1 α Γ α

nn
y t t

n
 


 

.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

 
   

 α
0

Γ 1 α Γ α( )
Γ 1τ

t
nny t dt t

nt
 


                                   (23)

èìååò ðåøåíèå
α 1( ) ny t t   .                                                    (24)

Òàê êàê âõîäíîé ñèãíàë tty )( , òî ïðè α 1 2 , èç (24) ïîëó÷èì
n = 1, ò. å.

 
   

 1 2
0

Γ 1 2 Γ 3 2
2τ

t t dt t
t


 .

Èç (20) ñëåäóåò

 
   

 
 
 

1 2
0

1 2 3 2 3 21 1( )
1 2 2 2t

dD y t t
dt

  
 
   .

Ïîêàæåì, ÷òî 1 2
0 0tD y  . Ïðè α 1 2  è tty )( , èç âûðàæåíèÿ (24)

âû÷èñëèì n = 2. Òîãäà 
     

   
   

1 2 2
0 1 2

0

3 2 3 21 πτ
3 2 3 2 3 6τ

t

t
d t dD y d t t
dt dtt




 
  
   ,

ãäå 1 2
0 0tD y   ïðè 0t .

Èçîáðàæåíèÿ âõîäíîãî 
π( ) 1( ) 5

2
x t t t   è âûõîäíîãî tty )(

ñèãíàëîâ èìåþò âèä   2 3 1 2( ) π 2 5X p p p   è  3 2( ) 2Y p p .
Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå èçîáðàæåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 1 2

1 0 0tb D y 
â (4) ïîëó÷èì

α 1 2λ 5p p   .                                                         (25)
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Îòñþäà íàõîäèì ïàðàìåòðû ñèñòåìû α 1 2 ; λ 5 , êîòîðûå
ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè.

Âõîäíîé, âûõîäíîé ñèãíàëû è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áûëè âûáðàíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ èç âûðàæåíèÿ
(25) âû÷èñëÿëîñü àíàëèòè÷åñêè (ïî âèäó âûðàæåíèÿ). Â îáùåì ñëó÷àå
ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé

α β
0 0μ λ ( )t tD y D y y x t   ,                                        (26)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
α
0
β
0

,  1, 2,...,   [α] 1,
,  1, 2,...,   [β] 1.

k
t k
k

t k

D y a k n
D y b k m





    


   
                                     (27)

Çäåñü 
 

α
0 α 1

0

1 (τ) τ
( α) τ

tn

t nn
d yD y d

n dt t  
   , 

 
β
0 α 1

0

1 (τ) τ
( α) τ

tm

t mm
d yD y d

m dt t  
   .

Ïóñòü α,β 0;   μ, λ .R 
Òðåáóåòñÿ, çíàÿ âõîäíîé  ñèãíàë x(t) è ñîîòâåòñòâóþùèé âûõîäíîé

ñèãíàë y(t) ñèñòåìû (26) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (27), íàéòè åå

ïàðàìåòðû α,β 0;   μ, λ .R 

Ïðè âõîäíîì âîçäåéñòâèè     69Γ 5 6
( ) π 2 1( ) 5

2 π
x t t t t    è âûõîäíîì

ñèãíàëå tty )( , óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèÿì 1 2 2 3
0 00,   0t tD y D y   ,

òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (26), (27) áóäóò α 1 2,  β 1 3,   

μ 3,  λ 5   . Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 1.

Èçîáðàæåíèÿ âõîäíîãî     69 5 6
( ) π 2 1( ) 5

2 π
x t t t t


    è âûõîäíîãî

ñèãíàëîâ tty )( , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì 1 2 2 3
0 00,  0t tD y D y   ,

èìåþò âèä:   3 2 1 2 1 3( ) π 2 3 5X p p p p    è 3 2( ) π 2Y p p .
Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå èçîáðàæåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

1 2
1 0 0,  ta D y  2 3

1 0 ,  0tb D y   â (4) ïîëó÷èì
α β 1 2 1 3μ λ 3 5p p p p     .

Îòñþäà íàõîäèì ïàðàìåòðû α 1 2,  β 1 3,  μ 3,  λ 5      ñèñòåìû,
êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (26) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (27) áóäåò îïèñûâàòüñÿ çàäà÷åé
Êîøè  äèôôåðåíöèàëüíîãî  óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé
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1 2 1 3
0 03 5 ( )t tD y D y y x t  

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ 1 2 2 3
0 00,   0.t tD y D y  

Âûâîäû. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ. Ðåøåíèå ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ
ïîêàçàëî âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà.
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