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Ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàíäàðòíîé íåîïðåäåëåííîñòè èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èç-çà íåàäåêâàòíîñòè ñàìîé ìîäåëè, îñíîâàííûé íà ìåòîäå

ïåðåñ÷åòà ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ îòëè÷èÿ ïðè èçìåðåíèè ïàðàìåòðîâ â

îáëàñòü èõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ðàññìîòðåí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé îáùèå ñîîòíî-

øåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîïðåäåëåííîcòü èçìåðåíèé, ïàðàìåòðû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

The method of calculation of the standard uncertainty of measurement of mathematical

model parameters due to inadequacy of the model it self based on the method of recalculation

of the minimal criterion of differences value at measurement of parameters in the uncertainty

region is suggested. An example illustrating the common ratios is considered.

Key words: uncertainty of measurements, mathematical model parameters.

Â  ðàííèõ ðàáîòàõ [1, 2], ïîñâÿùåííûõ ðàñ÷åòó  íåîïðåäåëåííîñòè
èçìåðåíèé, íå ïðèìåíÿëèñü ïîíÿòèÿ «èñòèííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé
âåëè÷èíû» è «ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ», ïîñêîëüêó îíè íå ìîãëè áûòü
èçâåñòíû òî÷íî. Îäíàêî â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëàñü áîëåå ïðàâèëüíàÿ
òåíäåíöèÿ ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà íåîïðåäå-
ëåííîñòè è àíàëèçà ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ [3].  Òàê, ýòè  ïîíÿòèÿ
ïðîäîëæàþò ïðèìåíÿòüñÿ â ìåòðîëîãèè ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëå-
äîâàíèÿõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïðîöåññàõ êàê ðàñ÷åòà íåîïðå-
äåëåííîñòè, òàê è àíàëèçà ïîãðåøíîñòåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçáðîñ
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ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé îáóñëîâëåí ìåòîäàìè, ñðåäñòâàìè è óñëîâèÿ-
ìè èçìåðåíèé, à òàêæå äåéñòâèÿìè îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì, ïî êðàéíåé
ìåðå òåîðåòè÷åñêè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñòèííîå  çíà÷åíèå íå èìååò
ðàçáðîñà è íåîïðåäåëåííîñòè. Òàê, èç äåñÿòè  èñòî÷íèêîâ íåîïðå-
äåëåííîñòè (îíè æå èñòî÷íèêè ïîãðåøíîñòè), ïåðå÷èñëåííûõ â
Ðóêîâîäñòâå [1], òîëüêî «àïïðîêñèìàöèè è ïðåäïîëîæåíèÿ,  èñïîëü-
çóåìûå â ìåòîäàõ èçìåðåíèÿ è èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðå» èìåþò ñëàáîå
îòíîøåíèå ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ.  Îäíàêî ñóùåñòâóåò êëàññ èçìå-
ðÿåìûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ãîâîðèòü î íåîïðåäåëåííîñòè
èñòèííîãî çíà÷åíèÿ, îáóñëîâëåííîé ñâîéñòâàìè òîëüêî èññëåäóåìîãî
îáúåêòà. Ýòî – ïàðàìåòðû  ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ
îïèñàíèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Îòìåòèì, ÷òî  ðå÷ü èäåò íå î
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èçìåðåíèÿ [1, ï. 3.1.6; ï. 4.1], íåïîëíîòà èëè
íåàäåêâàòíîñòü êîòîðîé ïðèâîäÿò ê íåîïðåäåëåííîñòè, ñâÿçàííîé ñ
ïðîöåññîì èçìåðåíèÿ, à î ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ñëóæàùåé äëÿ
îïèñàíèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Ïîñêîëüêó äëÿ îïèñàíèÿ îäíîãî è
òîãî æå îáúåêòà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè, â êîòîðûå
âõîäÿò ðàçëè÷íûå ïî ñâîåìó ñìûñëó ïàðàìåòðû, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âèä ìîäåëè îïðåäåëÿåò  öåëü èçìåðåíèÿ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, èçìå-
ðèòåëüíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ  ìàòåìàòè÷åñêîé (ôóíêöèîíàëüíîé)
ìîäåëè  ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííîé è â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü èññëåäóåìûé îáúåêò õàðàêòåðèçóåòñÿ  ôèçè÷åñêèìè âåëè÷è-
íàìè x

1
,..., x

n
, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ñâÿçè

âèäà

                  ψ(x
1
,..., x

n
,  a

1
,..., a

m
) = 0,                                   (1)

ãäå ψ(⋅)  –  èçâåñòíàÿ (çàäàííàÿ) ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü (ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü), â êîòîðóþ êðîìå àðãóìåíòîâ x

1
,..., x

n 
 âõîäÿò ïà-

ðàìåòðû  a
1
,..., a

m
, îïðåäåëÿåìûå â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ.

Óðàâíåíèå ñâÿçè èíîãäà çàäàåòñÿ â èíîé ôîðìå

               x
n 
= f (x

1
,..., x

n-1
,  a

1
,..., a

m
).                            (2)

Âèä ôóíêöèè f  îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ (1) îòíîñèòåëüíî x
n
;

ñìûñë ïàðàìåòðîâ
 
 a

1
,..., a

m
 ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ.

Åñëè âåëè÷èíû x
1
,..., x

n 
 èìåþò îäèíàêîâûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë, íàïðè-

ìåð, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè, òî óäîáíåå èñïîëüçî-
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âàòü óðàâíåíèå ñâÿçè â ôîðìå (1). Îäíàêî ÷àùå ýòî ðàçíûå ôèçè÷åñêèå
âåëè÷èíû, íàïðèìåð, íàïðÿæåíèå, ñèëà òîêà è âðåìÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå ñâÿçè óäîáíåå èñïîëüçîâàòü â ôîðìå (2).

Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ a
kèçì 

íåîáõîäèìî âûáèðàòü òàêè-
ìè, ÷òîáû ôóíêöèè ψ(x

1
,..., x

n
, a

1èçì
,..., a

mèçì
) èëè f (x

1
,..., x

n-1
, a

1èçì
,..., a

mèçì
)

êàê ìîæíî ìåíüøå îòëè÷àëèñü îò ïåðâè÷íîé èçìåðèòåëüíîé èíôîð-
ìàöèè, êîòîðóþ óñëîâíî îáîçíà÷èì I

0
. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé  îòñ÷åòû

âåëè÷èí x
1
,..., x

n
, ðåçóëüòàòû ñêàíèðîâàíèÿ è äð. Êîëè÷åñòâåííàÿ îöåí-

êà îòëè÷èÿ ψ(x
1
,..., x

n
, t,  a

1
,..., a

m
)  è I

0
, êîòîðóþ íàçîâåì êðèòåðèåì

îòëè÷èÿ, – ôóíêöèîíàë F{ψ; I
0
}, óäîâëåòâîðÿþùèé äâóì  î÷åâèäíûì

óñëîâèÿì: îí îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè òî÷íîì ñîâïàäåíèè ðåçóëüòàòîâ

ýêñïåðèìåíòà  ñ ìîäåëüþ ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è íå
ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì. Íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþò êðèòå-
ðèè ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êâàäðàòè÷íûé è ìîäóëüíûé. Ïîäõîäû
ê âûáîðó êðèòåðèåâ è èõ ñâîéñòâà ðàññìîòðåíû â [4].

Ïîñëå ââåäåíèÿ êîëè÷åñòâåííîãî êðèòåðèÿ îòëè÷èÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ îò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ

èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ a
1
, ..., a

m  
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óñëîâèå

Ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèÿ áóäóò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
  
 a

1èçì
,..., a

mèçì
,

îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå äàííîãî óñëîâèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ áóäóò íàéäåíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû îáðàáîòêè
è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îäíîé è òîé ïåðâè÷íîé èíôîðìàöèè áóäóò ïî-
ëó÷åíû ðàçíûå èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî  –
îäíî èç ñâèäåòåëüñòâ íåîäíîçíà÷íîñòè  èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ îòëè÷èÿ
F

min
=

 
F{ψ(x

1
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1èçì
,..., a

mèçì
); I

0
} ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê èíòåãðàëüíàÿ

îöåíêà íåîïðåäåëåííîñòè, îáóñëîâëåííàÿ ñîâìåñòíûì  âëèÿíèåì âñåõ
ôàêòîðîâ. Åñëè èõ âëèÿíèå èñêëþ÷åíî è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1)
áóäåò òî÷íî îïèñûâàòü îáúåêò, òî  F

ìèí
= 0. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå  â ýòîì ñëó÷àå òî÷íî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëü-
òàòàìè  ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èçìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî âñÿêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü – ëèøü ïðèáëèæåíèå
ê ðåàëüíîñòè, è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå âñåãäà áóäóò íåñêîëüêî
îòëè÷àòüñÿ  îò òåîðåòè÷åñêèõ. Ïîýòîìó èç-çà åå íåàäåêâàòíîñòè äàæå
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ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ èñòî÷íèêîâ íåîïðåäåëåííîñòè F
min  

≠ 0, ò. å.
áóäåò íåêîòîðàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ñâîéñòâ
èññëåäóåìîãî îáúåêòà è òðàêòóþùàÿñÿ êàê íåîïðåäåëåííîñòü èñòèííûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ýòà íåîïðåäåëåííîñòü äàâíî ó÷èòûâàåòñÿ â ïðàêòèêå èçìåðåíèé.
Íàïðèìåð, ïðè íåêðóãëîñòè äåòàëè  0,01 ìì (êðèòåðèé îòëè÷èÿ ðåàëü-
íîé ôîðìû îò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â âèäå îêðóæíîñòè) íèêîãäà
íå ñòàâèòñÿ çàäà÷à èçìåðåíèÿ äèàìåòðà (ïàðàìåòðà ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè) ñ äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòüþ 1 – 2 ìêì. Àíàëîãè÷íî, åñëè
ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ (ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü) èìååò íåðàâíî-
ìåðíîñòü âåðøèíû è âûáðîñ (ðàçëè÷íûå îöåíêè îòëè÷èÿ îò ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè) â íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ, òî íå ñòàâèòñÿ çàäà÷à
èçìåðåíèÿ àìïëèòóäû (ïàðàìåòðà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè) ñ îòíî-
ñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ  ìåíåå 1 %.

Â [5] ïðåäëîæåí ìåòîä ïåðåñ÷åòà  èíòåãðàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè
F

min 
â  îáëàñòü âîçìîæíûõ èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ  D1.  Â

ñîîòâåòñòâèè ñ íèì ðàññ÷èòûâàëñÿ êðèòåðèé îòëè÷èÿ ìîäåëè ñ
èçìåðåííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ a

kèçì 
 îò ìîäåëè, ïàðàìåòðû

êîòîðîé îòëè÷àþòñÿ îò a
kèçì 

 íà
.
∆a

k
. Ïðè ýòîì ê îáëàñòè íåîïðåäåëåí-

íîñòè D âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îòíîñèëèñü âñå ñîâîêóïíîñ-
òè çíà÷åíèé 

.
(∆a
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, 

.
∆a

ò
), äëÿ êîòîðûõ îòëè÷èå ñðàâíèâàåìûõ ìîäåëåé

íå ïðåâûøàåò   F
min

. Òîãäà îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè D  ìîæíî
îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ

F{ψ(x
1
,...,x

n
; a

1èçì, 
a

mèçì
); ψ(x

1
,...,x

n
;  à

1èçì
+

.
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1,..., 
a
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+

.
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mèçì
)} < F

min
. (3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1, 2] ñòàíäàðòíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü u  îïðåäåëåíà
êàê íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòà èçìåðåíèé, âûðàæåííàÿ â âèäå
ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ (ÑÊÎ) S. Åñëè ðåçóëüòàòîì
èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåñêîëüêî âåëè÷èí, èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì
ñîâìåñòíî, òî êðîìå ÑÊÎ ïðè îöåíêå íåîïðåäåëåííîñòè äîëæíû âû÷èñ-
ëÿòüñÿ  êîâàðèàöèè èëè êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ýòèõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèìî çíàòü ìíîãîìåðíîå  ðàñ-

1 Â ïåðèîä ðàáîòû íàä ìàòåðèàëîì òåðìèí  «íåîïðåäåëåííîñòü»  íå èñ-

ïîëüçîâàëñÿ øèðîêî â òåîðåòè÷åñêîé  ìåòðîëîãèè. Ïîýòîìó â [5] áûë

ïðåäëîæåí òåðìèí «êâàçèïîãðåøíîñòü ðàññîãëàñîâàíèÿ», êîòîðûé ïî ñìûñëó

àíàëîãè÷åí ââåäåííîìó ïîçæå òåðìèíó «íåîïðåäåëåííîñòü».
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ïðåäåëåíèå çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáîñíîâàííî ïðèïèñàíû
èçìåðÿåìûì âåëè÷èíàì. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îòêëîíåíèÿ âñåõ
ïðèïèñûâàåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ  îò ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ ëåæàò
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D. Àíàëîãè÷íî çàäàíèþ ðàñïðåäåëåíèé âõîä-
íûõ âåëè÷èí ïðè ðàñ÷åòå ñóììàðíîé  íåîïðåäåëåííîñòè [1],  ðàñïðåäå-
ëåíèå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ðàâíîìåðíûì â ýòîé îáëàñòè

         

�

� �

�

��� ��� ����� � ����� � 	
� ����� �

� ���� � ����� � �

� �

� �

� � � � �
� � �

� � �

−  
 α α ∈ =   
 ∉

∫ ∫        (4)

Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, íî îíî íå èìååò ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ,
êàê äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé öåíò-
ðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû èëè ïðÿìîóãîëüíîãî (ðàâíîìåðíîãî)
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè îêðóãëåíèè. Åäèíñòâåííûì îáîñíîâàíèåì ìîæåò
áûòü òî, ÷òî ëþáîå äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò íå áîëåå îáîñíîâàííûì,
íî áîëåå ñëîæíûì.

Òîãäà ñòàíäàðòíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü èçìåðåíèÿ k-ãî ïàðàìåòðà
âûðàæàåòñÿ êàê

              
�

� �
��� ��� ��� ��� �

� � � � �

� �

� � � �� �� �� ��= = ∫ ∫ ∫ ∫                 (5)

Êîâàðèàöèÿ i-ãî è k-ãî ïàðàìåòðîâ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

                
� �


��� 	 � 


 


 


 


 

� � � � � �

� �

� � �� �� �� ��α α = ∫ ∫ ∫ ∫                 (6)

Îáëàñòü D, îïðåäåëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3), ïðàêòè÷åñêè âñåãäà
îòëè÷íà îò ò-ìåðíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðåáðàìè,

ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèÿ  áåçóñëîâíûõ
ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, â ÷àñòíîñòè, îäíîìåðíûõ,
ïîëó÷åííûõ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ â  áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ïî íåèíòå-
ðåñóþùèì àðãóìåíòàì çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ (6), íå áóäåò ñîâïàäàòü ñ
ýòèì çàêîíîì. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîìåðíîñòè
ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â ïðåäåëàõ îáëàñòè

D ïðèâîäèò ê ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè íåîïðåäåëåííîñòåé èçìå-
ðåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ï ð è ì å ð . Ïóñòü äâå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
õ

2
= α

1
+α

2
õ

1
 è 0 ≤ x

1 
≤ X

 
. Ðàññìîòðèì äâà êðèòåðèÿ îòëè÷èÿ.

Êâàäðàòè÷íûé êðèòåðèé èìååò âèä

�

���� � � � � �

�

� � � � �

�

� � � � ��= − α − α∫
ãäå õ

2èçì
(õ

1
) – ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ.

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) ïîëó÷èì, ÷òî îáëàñòü D  çàäàíà óñëîâèåì

         

�

���� � ���� � � ���� ���� �

�

� � � �

� � � � ���

� � � �

� � � � � � �

�

� � ��

� � � �

α + ∆α + α + ∆α − α − α =

= ∆α + ∆α ∆α + ∆α ≤

∫

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îáëàñòü  D  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ,
öåíòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à  áîëüøàÿ îñü  èìååò
îòðèöàòåëüíûé íàêëîí, ò. å. ïðîõîäèò ÷åðåç âòîðîé è ÷åòâåðòûé
êâàäðàíòû. Ïðè ýòîì äëèíû ïîëóèíòåðâàëîâ îáîñíîâàííî ïðèïèñû-
âàåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ áóäóò ðàâíû

�

� ��� � ���
� � � � �� � � � � �= =

Èç (4) ðàññ÷èòàåì  w(x
1
, x

2
) = 0,0918X 2/F

min
 äëÿ àðãóìåíòîâ õ

1
, õ

2
,

ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè D.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5), (6) èìååì

�

� � �	
 � � �	


�

� � �	


� � �

	
�� � � ��� �

� � 	 
 � � 	 


	 


= = = =

α α = −

Â äàííîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíûå íåîïðåäåëåííîñòè â äâà ðàçà ìåíüøå.
Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè íåîïðåäåëåííîñòåé è

1
, è

2
 îêàçûâàþòñÿ

îòðèöàòåëüíûìè, ðàâíûìè –0,86 è ñîîòâåòñòâóþò îòðèöàòåëüíîìó
íàêëîíó áîëüøîé îñè.

Ìîäóëüíûé êðèòåðèé èìååò âèä

���� � � � �

�

� � �

�

� � � � ��= − α − α∫
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) ïîëó÷èì, ÷òî îáëàñòü D çàäàíà óñëîâèåì

���� � ���� � � ���� ���� �

�

� � � ���

�

� �

�

�

�

� � ��

� �� �

α + ∆α + α + ∆α − α − α =

= ∆α + ∆α ≤

∫

∫
Â ýòîì ñëó÷àå îíà èìååò áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó. Â ïåðâîì è òðåòüåì

êâàäðàíòàõ åå îãðàíè÷èâàþò  îòðåçêè ïðÿìûõ ∆α
1
X+∆α

2
X2/2=F

min
  è

–∆α
1
X–∆α

2
X2/2=F

min
, à âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì  êâàäðàíòàõ – äóãè

ýëëèïñîâ  ∆α
2
X2/2+∆α

1
X+(∆α

1
)2/2∆α

2
=F

min
 è –∆α

2
X2/2–∆α

1
X–

–(∆α
1
)2/2∆α

2
=F

min
. Íà ðèñóíêå îáëàñòü D ïîêàçàíà â íîðìèðîâàííûõ

Èçîáðàæåíèå îáëàñòè âîçìîæíûõ èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ D
â íîðìèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ
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êîîðäèíàòàõ z
1
= ∆α

1
X/F

min
  è z

2
= ∆α

2
X2/F

min
 (ðèñóíîê ïðèâåäåí òîëüêî

äëÿ ìîäóëüíîãî êðèòåðèÿ, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå îáëàñòü èìååò
áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ÷åì ïðè êâàäðàòè÷íîì êðèòåðèè).

Äëèíû ïîëóèíòåðâàëîâ ïðèïèñûâàåìûõ çíà÷åíèé çàäàþòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè

à
1
=2,41

 
X/F

min
;   à

2
=4X2/F

min
.

Äëÿ ïîëó÷åííîé îáëàñòè D èç (4) – (6) èìååì

� �

� � �	


� � �	


�

� � �	


��

� � �	


� � � ���� � �

	�	
� �

��	��
 �

���� � � 	�
� �

� � � � �

� � � �

� � � �

� �

=
= =

= =

α α = −
Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü òàêæå (êàê è äëÿ

êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ) ïî÷òè â äâà ðàçà ìåíüøå äëèíû ïîëóèíòåð-
âàëà ïðèïèñûâàåìûõ çíà÷åíèé. Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè íåîïðåäå-
ëåííîñòåé è

1
, è

2 
òàêæå

 
áóäóò îòðèöàòåëüíûìè è ðàâíûìè –0,556, ÷òî ïî

àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåñêîëüêî ìåíüøå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî äëÿ
êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ.  Ñðàâíåíèå ñòàíäàðòíûõ íåîïðåäåëåííîñòåé
äëÿ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîñêîëüêó

êðèòåðèè îòëè÷èÿ F èìåþò ðàçëè÷íûå ðàçìåðíîñòü è ðàçëè÷íûé ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë.

Áåçóñëîâíûå  îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèïèñûâàåìûõ çíà÷åíèé
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èíòåãðèðîâàíèåì â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ äâó-
ìåðíîé ïëîòíîñòè  âåðîÿòíîñòè ïî àðãóìåíòó, ñîîòâåòñòâóþùåìó äðó-
ãîìó ïàðàìåòðó. Ïîñêîëüêó âíóòðè îáëàñòè D äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòè ðàâíîìåðíà, òî èíòåãðàëû áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé  äëèíû
âåðòèêàëüíûõ (äëÿ ïàðàìåòðà α

1
) è ãîðèçîíòàëüíûõ (äëÿ ïàðàìåòðà

α
2
) îòðåçêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè D è ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòàì

îäíîìåðíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.  Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîìåðíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ áóäóò áëèçêè ê ïðÿìîóãîëüíûì è ñêðóãëåíû ó ãðàíèö
îáëàñòè. Â ñèëó ýòîãî êîýôôèöèåíòû ïåðåñ÷åòà äëèí ïîëóèíòåðâàëîâ
â ñòàíäàðòíóþ íåîïðåäåëåííîñòü íåñêîëüêî ìåíüøå � �� ÷òî õàðàêòåðíî

äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèé

(5), (6) òðåáóåò äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, êàê è àëãîðèòì
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îöåíêè ïàðàìåòðîâ, âûòåêàþùèé èç óñëîâèÿ (3). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûïîëíÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ  ðàçëè÷íûõ
ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.

Ðåçóëüòàòîì àíàëèçà ïîãðåøíîñòåé ñòàíîâèòñÿ äîâåðèòåëüíûé èí-
òåðâàë, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà
äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, êàê îòìå÷àëîñü â [4, 5], äîñòàòî÷íî âîêðóã

îáëàñòè  D îïèñàòü ò-ìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðåáðàìè,
ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Äëèíà ðåáðà ïîëó÷åííîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà áóäåò áëèçêà (ïðàêòè÷åñêè ðàâíà)  äëèíå äîâåðèòåëüíîãî èíòåð-
âàëà. Èìåííî òàê ðàññ÷èòûâàëèñü äëèíû ïîëóèíòåðâàëîâ â ïðèìåðå.

Ïîëîâèíà äëèíû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñîâïàäàåò ñ ðàñøèðåííîé
íåîïðåäåëåííîñòüþ, êîòîðàÿ ÷àñòî ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñòàíäàðòíîé. Â

ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü  ñîîòíîøåíèÿ (5), (6) è
îïðåäåëÿòü êîýôôèöèåíò îõâàòà.

Åñëè ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè
âåëè÷èíàìè  äëÿ äðóãîé èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, òî äëÿ ðàñ÷åòà åå
ñóììàðíîé íåîïðåäåëåííîñòè íåîáõîäèìû ñòàíäàðòíûå íåîïðåäåëåí-
íîñòè èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îäíîé èç ñîñòàâëÿþùåé êîòîðîé áóäåò

íåîïðåäåëåííîñòü, îáóñëîâëåííàÿ íåàäåêâàòíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè â ñîîòâåòñòâèè ñ (5), (6).

Âåëè÷èíà F
min

, ïîëó÷åííàÿ ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè âñåõ èñòî÷íèêîâ
íåîïðåäåëåííîñòè, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èíòåãðàëüíîé îöåíêè
íåîïðåäåëåííîñòè èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì âîçìîæíî îïðåäåëÿòü
îáëàñòü D  â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) è âåëè÷èíû a

k
, êîòîðûå ïðè àíàëèçå

ïîãðåøíîñòè ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê äëèíû äîâåðèòåëüíûõ ïîëóèíòåð-
âàëîâ, à ïðè ðàñ÷åòå íåîïðåäåëåííîñòè – êàê ïîëíûå ðàñøèðåííûå
íåîïðåäåëåííîñòè. Îäíàêî ãèïîòåçà ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðèïèñûâàåìûõ çíà÷åíèé âíóòðè îáëàñòè D îêàçûâàåòñÿ ìåíåå
ïðèåìëåìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàñ÷åòå ñóììàðíîé íåîïðåäåëåííîñòè
öåëåñîîáðàçíî àíàëèçèðîâàòü âñå âõîäíûå âåëè÷èíû ðàçäåëüíî, âêëþ÷àÿ

â èõ ÷èñëî íåîïðåäåëåííîñòü èç-çà íåàäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè.

Òàêèì îáðàçîì,  ñîîòíîøåíèå (5)  ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü íåîïðåäå-
ëåííîñòü èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îáóñëîâëåííóþ
íåàäåêâàòíîñòüþ ñàìîé ìîäåëè, à ïî (6) ìîæíî âû÷èñëèòü êîâàðèàöèè
ýòèõ íåîïðåäåëåííîñòåé. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ýòèõ
ñîîòíîøåíèé èç ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèå êðèòåðèÿ îòëè÷èÿ F

min
 äîëæíû
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áûòü óñòðàíåíû ñîñòàâëÿþùèå, îáóñëîâëåííûå ìåòîäè÷åñêèìè è
àïïàðàòíûìè ïîãðåøíîñòÿìè.  Ýòî ìîæíî ñäåëàòü èëè íà îñíîâå ñïå-
öèàëüíûõ èññëåäîâàíèé àäåêâàòíîñòè èñïîëüçóåìîé ìîäåëè, èëè
òåîðåòè÷åñêèì ïóòåì.

Äàòà ïðèíÿòèÿ 08.11.2012 ã.
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